Formelsammlung Mathematik — 2 Semester

1. Gleichungen
— 27 -
an2+b.x+c:0 => x”:w
; a

Ungleichungen:

— Auf beiden Seiten darf ein beliebiger Term addiert oder subtrahiert

werden.

— Eine Ungleichung darf mit einer positiven Zahl multipliziert oder dividiert

werden.

— Bei Multiplikation oder Division mit einer negativen Zahl muss das

Ungleichheitszeichen umgedereht werden.

Binomischer Lehrsatz:

(a+b)'=2 [")a" b =a"+")a" b .| b D
k= o k 1 n—1

) (n=2)..[n—(k=1)]
k!

f
( ) ( ) (Z)zoﬁir(k>n) (Z)z(nfk)
) G

2. Vektoralgebra

(k<n) Binominalkoeffizent

|Zz|:a:v'a2+ai+af:v'ﬁ Betrag eines Vektors
a a. . . .
coso= ‘ | cosﬁ=ﬁ cosy=ﬁ Richtungswinkel eines Vektors
a a
cos? o+ cos? B+cos?y=1
a,=ld|cosx a,=|d|cosp a_=|d|cosy
. |aJla|
- a - - . N
ea:ﬁ: alld| le =1 Einheitsvektor
alla|
6»_b'=\5\-|q|cosq7
ax bx
ab=|a,||b |=a b +a, b,+a. b, Skalarprodukt
az
b ab+ab +a.b,
COSQp=—"ro = ———— Schnittwinkel zweier Vektoren
lal-|b| \rar+a‘,+azy’br+by+b:
4-b=0=alb Orthogonalitat zweier Vektoren

Vektorprodukt (Kreuzprodukt)
(1) [¢]=lal|b]sing

(2) éLldund¢lb (¢a=¢bh=0)
3) E,Z,E:Rechtssyxtem c=dxh
0°<p=<180°
A - =|axb|=|a|B|sinp

Parallelogramm

Komponentendarstellung/Determinantendarstellung:

o\ (b [ap-ab) |o 2 e
axb=|a,|x|b,|=|a.b,~anb, |=|d, d, d.
a.| \b.| \ab,—ab, bl ﬁv bi

Abstand eines Punktes von einer Geraden
_lax(7=7)|
|a|
Abstand zweier paralleler Geraden
_lax (7=
1a|
Abstand zweier windschiefer Geraden:
=“-7’1‘iz(’72_’7|)|
| xd,|
Schnittpunkt und Schnittwinkel zweier Geraden:

(p=arccos

@, ||d]
Abstand eines Punktes von einer Ebene:
d:‘n(’?g*rl)l

Abstand einer Geraden von einer Ebene:
_IA(F =7
[7]
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3. Lineare Gleicungssysteme (LGS) / Matrizen

Bi-Quatratische Gleichung | | gsbarkeit LGS:

1) Das LGS ist I6sbar (eindeutig oder mehrdeutig) nur dann, wenn gilt
Rg A =Rg Aew

2) Ist das LGS lésbar, so gilt: Anzahl der frei wahlbaren Parameter =
Anzahl d. Variablen — Rang der Koeffizientenmatrix. Man wahlt die
Unbekannte x; frei, die zu Spalten der Koeffizientenmatrix in Staffelform
gehoren, in denen keine ,Karo*- Elemente auftreten. (,Karo“-Element =
erstes von Null verschiedenes Element einer von links durchsuchten
Zeile der Koeffizientenmatrix in Staffelform)

Begriffe:

1) A heilit symmetrisch wenn A = AT (a;; = a;)

2) A heilt schiefsymetrisch wenn A = -AT (a;; = -a;;) => Hauptdiagonale:
aj=-a;=>a,;=0

3) A heildt obere (untere) Dreiecksmatrix, wenn gilt: a,;=0 flr i > j
(a;=0flri<j)

4) A heilt Diagonalmatrix, wenn aTi,jT = 0 firi#j

5) A heit regulér oder invertierbar, wenn A" existiert. A * A" = E ; det A #0

Determinanten:

a .
det A=|A4|= a” a‘z =a,,a,—a,a, Regel von Sarrus mit n = 2
21 22

ay Ay apla, ap

det A=|A|=a,, ay, aylay ay Regel von Sarrus mit n = 3
a3 Ay dyldy Ay
"

detA:IAI:Z(_l)lﬁaiklU,‘Al nz3

k=1

4. Funktionen

Allgemeine Funktionseigenschaften:

f(-x) = f(x) grade Funktion (achsensymmetrisch)
f(-x) = -f(x) ungrade Funktion (punktsymmetrisch)
f(x1) < f(x) monoton wachsend

f(xi) 2 f(x) monoton fallend

f(xtp) = f(x) Periodizitat

4.1 Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Rechenregeln fiir Grenzwerte:

1 lml(x)ze(r)]=lim 7 () lim ()
}hm‘ [ (x)rg (x)]= (lilé“«f'(X));*(in:‘g(X))
o dmf)
Y am Iy el

4) lim V£ (x) )—”rllmf( )

5) lim[f(x)]”z[lim f(x)]"
R
6) lim (a“"]):

7 lim(loguf(x))=logu(lim f(x))

xox, xox,

Grenzwertregel von Bernoulli und I'Hospital
i L S0

fir —oder%
son, &(%) xmn, g'(%) 0 ®

Stetigkeit einer Funktion (an d. Stelle x)
lim f(x)=/(x,

xox,

4.2 lineare Funktionen (Geraden):

y=mx+b m=tanx (o : Steigungswinkel) Hauptform
ITh_ Punkt-Steigungsform
X=X,
4.3 Parabel:
y=ax"+bx+c (a#0) Hauptform
b 4ac—b’ .
S=|—— Scheitelpunkt
2a 4a
y=a(x—x)(x—x,) Produktform (x1,x> Nst.)
y=yo=alx—x,) Scheitelform (xo,yo Scheitel)
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4.4 Hornerschema

f(x)=a,x’+a,x’+a,x+a, (x#0)

a,

a, | a, ‘

%

a%

\
\J

(a,+ayx)x, ! (a,+a,Xta% % Y

/ : Multiplikation mit xo ,

aS a2+a3x0

ajra,xrax? ayraxtax +ax’ = fix)
| : Addition 1. + 2. Zeile

4.5 Gebrochenrationale Funktionen

m m—1
glx) a,x +a, x +..+axta,

x)= =
/&) h(x) " b x"+b, X" +..+b x+b,
n>m: Echt gebrochenrationale Funktion (sonst unecht)
Nullstelle Xo: h(x0) =0
Definitionsliicke xo: h(xo) =0

Pol- oder Unendlichkeitsstelle: h(xo) = 0 und g(x) # 0

Berechnung der Nullstellen und Pole:
Zahler- und Nennerpolynom in Linearfaktoren zerlegen und kirzen.

Linearfaktoren d. Zahlers => Nullstellen
Linearfaktoren d. Nenners ~ => Pole

1.
2.

Asymptotisches Verhalten im Unendlichen:

Echt gebrochenrational: y=0
Unecht gebrochenrational: y = p(x)
47 17 . _ 2 _
o312 I xsup2e 2 247(3x_15)+(9)§ +30x 39):p(x)+r(x)
X +x—x—1 X +x"—x—1

4.6 Die Expotentialfunktion (e-Funktion)

y=e*

e=lim

n-ow

—o<x <0

(H—l) =2,718281...
n

Allgemeine Exponentialfunktion
a (Basisa>0,a#1)

y=

Eigenschaften:
Definitions Bereich: -0 < X<eo

Werte Bereich:
a>1

O<a<1

y(0) =1

y=a*

0<y<« (keine NSt. !)

streng monoton wachsend

streng monoton fallend

(y-Achse wird immer bei 1 geschnitten)
entsteht durch Spiegelung an der y-Achse

4.7 Logarithmus Funktion

x=log,r

7 : Numerus (r>0)
a: Basis(a>0,a#1)

y =log-x mit x>0 ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
y=a“(a>0,a#1)

Eigenschaften:

(1
(2)
(3)
(4)

®)

Def. Bereich:
Wertebereich:
Nullstellen
O<a<1:

a>1:
Asymptote:

x>0

-0 < y < o0

x1=1

Strengmonoton fallend
Streng monoton wachsend
x=0

Rechenregeln fiir Logarithmen:
log, (u*v)=log,u+log,v

M
@)
(©)
4)

4

k

log, (u")=kx*log,u

log, Vu= 1 *log,u
n

(a>0,u>0,v>0,k€R,neN)

Spezielle Logarithmen:
log,,r=Igr log,=lbr log,r=Inr e = Eulersche Z.

Umrechnung von der Basis a in die Basis b:

log, r 1

log,r=

= xlog,r=K *log,r
log,b log"b
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4.8 Trigonometrische Funktionen

Umrechnung der Winkelmafe:
T _, Vom Grad- ins Bogenmaf

T 180°
o= 180° x Vom Bogen- ins GradmaR
s
Definition der trigonometrischen Funktionen:
. Gegenkathete _a Ankathete b
sin=-—=>———=— Cosq=——=—
Hypotenuse ¢ Hypotenuse ¢
tan a= Gegenkathete _a cot e _Ankathete _b
- Ankathete - b Gegenkathete a

Wichtige Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktionen:

. ™ . ™
cosx=sin|x+—— sinx=cos| x——
2 2
sin x 1 cos X 1
tan x= = cotx=—; =
cosx cotx sinx tanx

2 2
sin“x+cos x=1

Additionstheoreme
sin (x, +x,)=sin x, cos x,*£cos x, sin x,
cos(x,£x,)=cosx, cosx,Fsinx,sinx,
tan x, £tanx,

tan(x,*x,)=
(%) 1 Ftan x, tan x,

cotx, cotx,¥1 " *
cot (x,+x,)=—1—"2"_ [*S.96 Papula*/
cot x,*+cot x,

5. Partialbruchzerlegung (Beispiel):

Z(x) _ —x’+2x—17
N(x) X¥-7x*+11x-5

r(x)=

Nullstellen des Nenners:
X=7xX+11x=5=0 => x,=1 x,=5

Zuordnung der Partialbriiche:

1 (zweifache Nst.) 4 4
Xp= zweifache Nst.
172 —1 (xfl)z
x;=5 (einfache Nst.) L
3 i x=5
Ansatz fiir Partialbruchzerlegung:
X' +2x=17  —xX"+2x—-17 _ 4, oA B
X¥=7x+11x=5 (x—1)+(x=5) x=1 (x—1 x-=5

Berechnung der Konstanten A, A, und B:
—42x—17 A x—1)(x=5)+4,(x=5)+B(x—1 _5
YT +11x—5 (x—1)*(x=5)
— X +2x=17=4,(x—1)(x=5)+ 4, (x=5)+ B(x—1)

Wir setzen fiir x der Reihe nach die Werte 1, 5 und 0 ein:

x=1 => -—16=—44, => A4,=4
x=5 => -32=16B => B=-2
x=0 => —17=54,-54,+B = A4,=1

Partialbruchzerlegung:
—xX+2x-17 _ 1 L4 2

Tt 11x—5 x—1 (x—1} x-5
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6. Differentialrechnung 7. Integration
Ay [l +Ax)—f(x) pj ; - b '
Jtrfoix:jirfg% Differenzierbarkeit “r/ (x)dr=[F (x)'=F(b)~F (a) Bestimmtes Integral
1. Ableitung der Elementaren Funktionen Faktorregel:
n n—1 b b
X nx J‘C;f(x)dx:C-f f(x)dx
sinx cosx Summenregel:
. b b b
cosx Tsinx [ 111 )+t () dx=[ £ (x)dxt .+ [ £ (x)dx
tanx 12 =1+tan’x Vertauschungsregel:
COos x b a
cot x : J rx)de==] f(x)ax
1 2 a b
sin’ x I-eot'x Sonstige Regeln mit (a<c<b):
a b c b
Arcsin x 1 Jrxa=0 [ rx)dce=[ f(x)de+] f(x)dx
— a a a ¢
Vi—x
Arccos X 1 Integration durch Substitution:
T - du de=_du
Vi—x u=g(x) E:g'(x) , 2% bzw.
Arctan x 1 4
x=h(u ax _ 4. dx=h"(u)du
1422 (u) " h'(u) (u)
Arccot x 1 (u = g(x) bzw. x = h(u) missen monotone Funktionen sein)
B 1+x°

J 1 (x)de=] @(u)du
e ¢ J o (u)du=a(u)
J 1 (x)dx=[ @(u)du=(u)=0(g(x))=F (x)

ar (Ina)-a*
Partielle Integration:
Inx 1 ff(x)dx=fu(x)-v’(x)dx=u(x)-v(x)fj‘u’(x)-v(x)dx
logax ! | ‘i.u(x)-v’(x)dx=[u(x)<v(x)]2fj‘u'(x)<v(x)dx
(Ina)-x

Integration durch Partialbruchzerlegung des Integranten:
sinh x cosh x 1.) f(x) unecht gebrochenrational => Polynomdivision => ganzrationale
Funktion p(x) + echt gebrochenrationale Funktion r(x) => f(x) = p(x)+r(x)

cosh x sinh x 2.) r(x)in Partialbriiche zerlegen
tanh x 1 R 3.) Integration von p(x) und aller Partialbriiche
———=I1—tanh"x
cosh™x Grund- und Stammintegrale:
— n+1 1
coth x L =1-coth’x fx”dxzx + f—dx=ln\x|+C
sinh®x n+l X
arsinh x 1 fe dx=e"+C fade:%+C
Vx'+1 na
arcosh x 1 fsinxdx:—cosx+C fcosxdx:sinx+C
V=1 1
f —dx=tanx+C f ——dx=—cotx+C
artanh x 1 Cos X sm-x
—x? : 1 ~tan ¢
= e Y e,
arcoth x 1 Vi-x —arccotx+C, p
1-x° fsinhxdx=coshx+C fcoshxdx=sinhx+c
. . 1 1
Ableitungsregeln: [ —5—de=tanhx+C [ —5—dr=—cothx+C
cosh”x sinh” x
Faktorregel:
y=C-f(x) = »'=C[f'(x) Uneigentliche Integrale:
I A
ff(x)»dx=limff(x)-dx eine der Integrationsgrenzen im Unendlichen
Summenregel: Y Ao Yy
y=fi(x)+fo(x)+... = Y=+ )+ b A R
! ! 2 [ £ (x)dx=tim [ £ (x)-dx polstelle bei x = b
a A=b oy
Produktregel:
y=u(x)v(x) =  y'=u'(x)v(x)+ulx)v'(x) Volumen eines Rotationskérpers:
b
v ‘:Tr_J' Vidx Rotation um x-Achse
Quotientenregel: ) a
u(x) u'(x)v(x)—u(x)v'(x) b .
= = (= (2 Rotation um y-Achse
V(%) y [v(x)P v, Tr{x dy
Kettenregel:

f'(x)=F"'(u)u'(x) Substitutionu=..x..

Seite 3/4



Formelsammlung Mathematik — 2 Semester

8. Komplexe Zahlen

Darstellungsformen:
z=x+jy
z=r-(cosp+j-singp)

Normal-Form / Kartesische-Form
Trigonometrische Form
Expotentialform

—e/?

3]

Umrechnungen:

Polarform -> Normalform
X=r-cosQ y=r-sing

Normalform -> Trigonometrische Form

r=\z|=\‘x2+y2
tan(p:X
X

Trigonometrische Form -> Expotentialform
z=r(cosp+ jsing)=r-e’”

Grundbegriffe

2=z, => X=X, , V=), Gleichheit
Z'=x—jy Konjugiert
lz|=Vx*+y? Betrag
Addition / Subtraktion
2+ 2,=(x 42+ (0 +12) Addition
Zz:(xl_xz)+j'(y1_yz) Division

Beide NUR in NORMALFORM méglich!!

Multipikation
Q'Q:(xl'xz)+j'(x|‘)’z+sz/')’|)
ﬁ'ﬁ:(’ﬂ'rz)‘(cos((Pl+‘P2)+.i‘5in((l7|+(pz))
i'ﬁ:(h"’z)‘e/ (@, +@,)

Regel: zwei komplexe Zahlen werden multipliziert (dividiert), indem man die Betrédge

multipliziert (dividiert) und die Winkel addiert (subtrahiert).

Division
zy XXty "Xy Y= X"
Zi_MiX J’1J’z+./ 2T, (2,#0)
2 2 2 2 2
Z Xty X2' V2
z r
Z=—L[cos(p,~@,)+ (@, —P,)]
Z; N
Inversion
A":i: 1 :ar—j-a‘:L'e,M
T4 a+tja d+a A
Potenzieren
"= e’ "
9. Reihen

Z a,=a,ta,ta;+..+a,+..=s

n=1

"
lim Y. a,=s

n—w k=]

Eine konvergente unendliche Reihe besitzt einen eindeutigen Summenwert s.
Einer divergenten unendlichen Reihe lasst sich kein Summenwert zuordnen.
Ist s = =, so nennt man die unendliche Reihe bestimmt divergent.

9.1 Konvergenzkriterien

Quotientenkriterium: .
Erfillen die Glieder der unendlichen Reihe Z a, die Bedingung
n=1

lim D

new

=g<l1
aq<

n

so ist die unendliche Reihe konvergent. Ist aber q > 1, so ist die Reihe
divergent. Fur q = 1 ist keine Entscheidung iber Konvergent bzw. Divergenz
mdglich. Es miissen andere Methoden zur Bestimmung genutzt werden.
Wurzelkriterium:

. a1
11111 Vla,|=q<1 (Konvergenz)

Fir g = 1 versagt das Kriterium. Fir g > 1 divergiert die Reihe.
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Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen:

Eine alternierende Reihe vom Typ

M

1
(-1)""a,=a,—a,+a,—a,+—..

n=1

mit a, > 0 ist konvergent, wenn die Reihenglieder die folgenden Bedingungen
erfiillen:

1)
2)

a,>a,>a;>a,..>a,>a, >..
lima,=0

new

Geometrische Reihe:

zaq"’l:a+aq+aqz+..4+aq""+...:% (lgl<1)
n=1 —-q
Wichtige konvergente Reihen:
1 1 1 .
1) 1+W+Z+§+"'79 (Eulerische Zahl)
2) 7%+%7i,.“=ln2 (alternierende harmonische Reihe)
1,1 1 T
3 l——4———F—.. =
) 57 4
11,11 LS
4 S+tS+tS5+5+..=—
) 1F 2 3 4 6
1 1,1 1 L
JE I S SO I L
5) 12 22 33 42 12
6) il il oy

-2 23 34 45
9.2 Potenzreihen

Entwicklung um die Stelle x:

P(x):z a,(x—x,)'=ayta,(x—xo)+a,(x—x,  +...+a,(x—x,) +...
n=0

Entwicklung um den Nullpunkt (x, = 0):

-
B 2

P(x)=lima,x"=a,+a, x+a,x +..+a,x"+...
n=0

9.3 Konvergenzradius und Konvergenzbereich der Potenzreihe:

1

r=———
lim Yla,|

new

aﬂ

oder
a,+1

r=lim

new

(Konvergenzradius)

Die Reihe konvergiert fiir |x| < r und divergiert fir |x| > r. Uber die beiden
Randpunkte |x| kann keine Aussage getroffen werden. Diese missen extra
bestimmt werden.
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